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ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA, TIPURI

DE RATIONAMENTE, MULTIMI

Dragi elevi,

Pentru a intelege si a rezolva situatii, probleme, exercitii matematice, trebuie sa stiti sa cititi
un enunt, ce tip de rationament sa aplicati si ce parti teoretice s alocati pentru rezolvare.

— Citim si ntelegem un enunt matematic

Toatd lumea citeste carti, tratate, stiri, articole etc., insd o majoritate semnificativd nu
intelege ceea ce a citit dezvoltdnd propagarea ,analfabetismului functional”, un flagel care
dilueaza personalitatea individului faicandu-1 usor de manipulat si controlat. Astfel, individul poate
cddea in plasa dezinformairii pentru cd atdt manualele de stiinte, cat si stirile sau materialele
publicate pot contine erori sau informatii cu un caracter viciat.

Epoca fluxului informational, scris, citit abunda de informatii false aldturi de informatii
reale. A crede tot ce este scris sau vorbit este o gresealda fundamentala prin care fiinta rationala om
isi poate pierde propria ratiune si personalitate.

In paginile urmitoare vi propunem si parcurgeti un indrumar care si vi arate drumul corect
dela,citit”, ,inteles”, ,,argumentat’ spre ,demonstratie” si ,,rezolvare”. Pentru toate aceste etape
trebuie studiata, Inteleasa si aplicatd logica matematicd, care:

v" Ne ajutd s deosebim o explicatie de o argumentare, precum si facem si distinctie intre
convingere i manipulare.

v" Ne ajuti s3 dobandim incredere in propria gindire, iar daca nu intelegem, si cercetim sau
sa intrebdm, s nu cddem in erori de gandire care duc la decizii gresite.

v" Ne ajuti s3 sintetizim informatii, fapt care duce la intelegere si invitare.

v" Ne ajuti si folosim operatii logice pentru a ne sustine propriile idei, s3 gindim clar, coerent
si legat, in paralel cu emotiile si sentimentele prezentului.

syive s . . Ve
— Propozitii si predicate matematice e 2%,
T F F T D Fad =
Car, ufiare Se ey 0 Mg
I" . v v . de ,. Vaj, ar. Xpr, im g Mies :
n acest Ghid chenarele de forma aldturatd contin "e8Ujj o S e g ! O ldeg UMty
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semanticd se pdstreazd §i in abstractul matematic. Maye -, Mejqy,” g,
5 '/de)_" i d

Logica matematicd studiazd propozitiile din punctul de vedere al adevarului
exprimat. O exprimare gramaticald este numita in logica matematica, enunt.

__ O propozitie matematicd este un enunt, despre care putem spune,
(:u intr-un anumit context cé este adevérat sau fals, dar nu una si alta simultan.

= In functie de adevarul exprimat o propozitie poate avea valoarea de adevar notata

_J0, dacd p este falsa o
cuv(p ) , unde v(p)= {1, dacd p este adevirata X

= 0 si 1 sunt doar notatii, ele nereprezentand numere

Principiile care stau la baza logicii matematice:
— Principiul terfului exclus: o propozitie poate lua valoarea de adevir 0 sau 1;
— Principiul noncontradictiei: o propozitie nu poate lua in acelati timp ambele valori de adevir;
— Principiul identitdtii: o propozitie isi pastreaza valoarea sa de adevir.
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- Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau p"”ffr‘c
. .. . . . @r
‘ - mai multe variabile si care pentru orice valori date Prop,, X

0
oy, 4’;’1@ Uta
' variabilelor dintr-o anumitid multime, devine propozitie  , ‘4ae % . Plipe
T Sup,; © Sta,, e Cipg
[&]

] i
logicd matematica (adevirata sau falsd) p( ) . e('fll}'{.; PRLT gy 0"*‘
ey 0}24/;‘?‘5 i ;54'1*@
o)
Elementele predicatului

Multimea predicatului (domeniul de I_]_‘l_ui,iih_ea de adevir a predicatului = mult1méa_
definitie al predicatului) = multimea din | elementelor luate de wvariabile, pentru care
care variabilele predicatului isi iau valori. | predicatul devine propozitie matematicd adevarata.

— Ecuatii gi inecuatii — enunturi matematice

S analizam o situatie concreta:
= Imaginati-va cd fineti In mand un surub si cineva va aduce un sac de piulite de diferite dimensiuni.
In aceast situatie ce problemd ar trebui rezolvati?
Formularea problemei: — sa cautati in sac piulite care potrivesc pe surub;

— sd identificati piulitele din sac care nu potrivesc pe surub.

Observatii:

* o piulifd din sac poate avea acelasi diametru cu al surubului sau un diametru
mai mare sau mai mic decét cel al surubului si prin urmare ea poate fi considerata variabild sau
necunoscuta.

= dacd vom cduta piulite (care sa potriveasca pe surub sau nu) in altd parte (in atelier, in
garaj, intr-un sertar, la un magazin etc.) vom obtine tot atitea probleme diferite.

= formularea problemei constituie un enunt.

Aceeasi problema cu aceleasi observatii poate fi enuntata si in alte situatii cum ar fi:

— O méana s1 un sac cu brétari de diferite méarimi;

— Un deget si un sac cu inele de diferite dimensiuni;

— O persoanad si un sac de pantaloni de diferite marimi;

— O teavi si un sac de fitinguri de diferite marimi etc.

In realitate existd o multitudine de situatii care necesiti rezolvarea aceluiasi tip de problema (sa
gasim dintr-o multime cu elemente diferite acele elemente care potrivesc sau nu cu un obiect dat)
=> suntem condusi spre ideea de a cuprinde toate aceste situatii posibile intr-o singurd formulare
cu caracter general, notiunea de ecuatie.

Ecuatiile, inecuatiile, identitdtile constituie o clasd de predicate matematice, iar multimile de
adevar pentru acestea reprezinta solutiile ecuatiilor, inecuatiilor, respectiv, identitatilor (Tema 2).

— Folosirea cuantificatorilor universal si_existential

Fie p (x) ,x € D un predicat. Propozitia: ,,oricare ar fi x€ D, p (x) este adevarat”, se numeste

propozitie universali atasata predicatului p( ) Se noteaza Vx e R p( ) .

£ ...v_"_ Simbolul V se citeste: ,oricare ar fi’ §i se numeste cuantificator universal.
: Fie p(x), x € D un predicat. Propozitia: ,,existd x € D, p(x) pentru care p(x) este
adevarat”, se numeste propozitie existentiald atasati predicatului p(x). Se noteaza

IreR,p( x) . Stmbolul ,3 se citeste: ,existd X' si se numeste cuantificator existential.
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* este importanta ordinea in care apar cei doi cuantificatori, astfel propozitia (Elx)(Vy) p (x; y)

nu are aceeasi valoare de adevdr ca si propozitia (‘v’y)(Elx) p(x; y), deci prin permutarea

cuantificatorilor valoarea de adevir a propozitiilor nu se pastreaza.
Prin (Hx)(Vy) p(x; y) se intelege ca existd o variabila x care este aceeasi pentru

oricare variabild y (una singurd pentru toate).
Prin (Vy)(Elx) p (x; y) se intelege ca pentru orice variabila y (toate y), exista cate o

@ 4e

variabild x (pentru fiecare cate una).

— Operatii logice elementare

Descrierea operatiilor logice | Notatii
* Negatia (non p) unei propozitii p este o altd propozitie, care este -
adevarata cand p este falsd si care este falsa atunci cand p este adevarata. nonp P B
» Conjunctia (p si q) propozitiilor p, g este o altd propozitie care este psiq  pAg
adevirata doar dacd ambele sunt adevérate si falsa in caz contrar. | I
* Disjunctia (p sau q) propozitiilor p, g este o altd propozitie care este psaug pvq
_adevérata cénd cel putin una dintre ele este adeviarata si falsd in caz contrar. o
» Implicatia (dacd p, atunci q) propozitiilor p si g este 0 noud propozitie T
lex oA S RS p implicd g
care este falsa cand p este adevarata si ¢ este falsa, iar In toate celelalte
cazuri este adevérata. -propozitia p se numeste ipotezd; pP—>q
-propozitia g se numeste concluzia implicatiei.
* Echivalenta (p dacd si numai dacd) propozitiilor p si g este o noud p echivalent ¢
propozitie care este adevaratd atunci si numai atunci cdnd ambele au
_aceeasi valoare de adevar. — B N A xd
— Tipuri de rationamente matematice s 1;’4%,

2Qp,
Dﬂn}-e “enr

dl.'c loo; e
. , . .. 3 ©lag “8lcg g, Prez,,.
Rationamentul logic reprezintd o activitate mentald, o Oﬂcj”,a. Juge, Sy d g
. R . . . . . e 74
operatie a gandirii, care 1si propune s ajungi la o concluzie intr-o oy, Cara
. - A P ~ e - ) & 5.
manierd cat mai riguroasa si exacta. o)

Cele mai utilizate rationamente in matematica sunt:
= Deductia directs;
* Demonstratia prin reducere la absurd;
=  Demonstratia prin inductie matematica.

= Deductia directd

— Instrumentul logic al deductiei este implicatia.

- Daci intr-un rationament matematic avem o propozitie generald adevarata atunci orice propozitie
particulara, in legatura cu cea generald, va fi adevdrata.

- Daca intr-o implicatie adevaratd, ipoteza este adevdratd, atunci si concluzia este adevirata.

» Metoda reducerii la absurd

— O implicatie de tipul ,,dacd p (ipoteza) atunci q (concluzia)” se poate demonstra prin reducere
la absurd, rationament prin care se pleaca de la negatia concluziei si se ajunge la negatia ipotezei
sau a unui adevédr cunoscut. Cu alte cuvinte, presupunem ci ceea ce vrem si demonstram
(concluzia q) este falsd si aplicdnd rationamente matematice ajungem sd negam ipofeza p sau
ajungem la o contradictie cu ceva cunoscut.
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Exemplu:
» S3 se demonstreze ci: /2 ¢ Q
Folosim metoda reducerii prin absurd si presupunem cé J2 €Q = el se poate scrie ca
un numdr rational, adicd o fractie ordinara ireductibila.

m N e . . -
= V2=, mneN, ai. (m;n) =1- adica numerele m si n sunt prime intre ele.
n

2
m|( m . . .
=>V2=— ():2=—2:>m2:2-n2:> m:2=> atunci m este par, deci are forma
n n
m=2k,keN

= (2k)* =2-n% = 2k* =n* ni2
Concluzia este cid numerele m si n sunt divizibile cu 2 = (m ; n) =2, adica numerele 1l au pe 2

ca divizor comun care este in contradictie cu ,numerele sunt prime intre ele
=> presupunerea facuti este falsi = V2¢2Q

. ;. . 4n,
= Metoda inductiei matematice r&ﬁ‘::fc,rzm e
g jam‘#‘nr (o) éﬁﬂ
. . e!apa} ’_Carl? en o AMe
A propune cuiva sa rezolve permanent probleme pe care nu Procey teyp,, d]fzeaza_ (ﬂrafé de
1 Tee,

le stie rezolva, induce convingerea ca nu poate intelege Prop,, . 9
matematica. Deci prin inductie se face sé se creadd o afirmatie fara
a fi enuntatd explicit.

Deductia,
care nu se

‘/ demonstreaza Inductia matematicd — metoda de rationament
. care conduce de la un numir de propozitii

Propozitii Propozitii Propozitii particulare adevarate, la o propozitic generalad
; partic_u}ixre ] matematice generale | 4. xts
4N
Inductia, //
care trebuie
s

=~ demonstratd =

w
= Principiul inductiei matematice (metoda inductiei matematice) se aplica pentru propozitii de
forma: ,,demonstrati ci oricare ar fi numarul natural neN, n>n, are loc P(n), unde P(n)

reprezintd un enunt care depinde de variabila naturala »”.

E'tapele inductiei matematice:
1. Etapa de verificare in care se verificd dacd P (no) este adevdratd.

2. Etapa de demonstratie in care demonstrdm implicatia P(n) adevidratd = P(n +1) adevarata ,
pentru orice n=ny.

e oy s -

| =2 Ce putem sd demonstram prin

o o | £ X ) |
| ]negal_lia}_t 2 a—— ey f inductie matematica? Pocees | R?l‘_m.l .de |
i T e e A il ™ divizibilitate |
> ]______ R |
= . . /! S
| ks | S ~
| Egalitati / N,
| & |I ¥ 4 - &
| ® sume I}, , — — |
. | In general, propozitii .

| = puteri de matrice , ; X
| = derivate de ordinul (#) ale unor functii ) MmatEmatice, cae depind deun |
numdr natural »#

| = legi de compozitie II le—eey e
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Fi u’mmd principiul inductiei matematice sd se demonstreze relatiile: -
.+ Sa se demonstreze ca oricare ar fi numarul natural 1> leste adevarata egahtatea

—

5\ % 3n+l_3
4 Z3"=3+32+33+ ...... +3" = :

k=1 2
3n+1 3
Notim cu P(n)propozitia datd = P(n):3+3*+3° +....+3" = T >1
7 323
Esapa de verificare: P(1):3 = 7= 3 =3, deci prima conditie este indeplinita.

Etapa de demonstratie: Vrem sd demonstrim cd implicatia P(n) = P(n+1) este adevirata.

n+2
Enuntam: P(n+1):3+3% +3°+.... FELIE U P i 2_3
3+3243% 4 3 +3"+1:—3n+1_3+3"+1 3 -3+2.3" 33n+1 3=3n+2_3
3 e g 2 2 2 2
P{nj==—

In concluzie implicatia P (n) =P (n+1) este adevaratd. Deci propozitia P(n) este adevarati

pentru orice n>1.
~
N

= Sd se demonstreze ci pentru orice numar natural nz 1> 2 este adevarata megahtatea
i 2">2n-1.

Notdm cu P(n) propozitia datdi = P(n):2" 22n-1, n>2.
Etapa de verificare: P(2): 22 >2.2-1 < 4>3 = relatia este verificati.
Etapa de demonstratie: Vrem sa demonstram ca implicatia P(n) = P(n + 1) este adevarata.
Enuntam P(n+1): 2" >2(n+1)~-1 < 2" 220 +1.

Din P(n) = 2"22n-1| =2"'24n-2.

Comparim: 4n-2>2n+1 < 2n>3 < nZ%:> n=1,5.

Tinem cont de faptul ci din inegalitatea a<b<c = a<c

2"l > 42

An—2>9m1 1} = 2"1>2,+1. Asadar implicatia P(n) = P(n + 1) este adevarata.

Deci prop021t1a P ( ) este adevaratd pentru orice n>2.

= S se demonstreze ci 322 -2"" este d1V1Zlb11 cu’? pentru orice numar natural » nenul
Notdm cu P(n)propozitia datdi = P(n):3*"2-2"": 7, neN’

J

Etapa de verificare: P(1): 3% 22 =77 :7, deci prima conditie este indeplinita.
Etapa de demonstratie: Demonstram céd implicatia P(n) = P(n + 1) este adevirata.
Enuntdm P(n+1):3*"**-2""2 1 7, dar stim c& P(n):3*""% —2"*! : 7 este adeviratd

= ke N’ astfel incat 372 2" =7k = 322 =7k + 2",

=7k-32 43221 _2"2 _ 7.9 f 427! (9—2)=7(9k+2"+1) P

Asadar P ( n) este adevirata pentru ci si P (n + 1) este adevirata.
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. ¥ /' Caleulul unor sume si produse

i E_‘:; : - B
N Simboluri L s PrOprietdri
! | n
5 k=1 k=1
" a+aytoeta, =) a | ) :
k=1 :
§ n ' b). Zc'ak:c'zak c).
e ay=a,+a, | +..+a Ll k=1
k—%p T %p+l no,
= Y 1=1+1+14 .+ 1=n
o k=1 ) 3
U n |
S aay-cay =[la . "
. k=1 _
E I n . H ay - bk {Hdkj (kuJ
5: ! Hak Ap Apiy e By | k=1 k=1
| k=p '

Formule utile care se demonstreazd prin inductie matematicd si care se pot folosi in
—, calculul altor sume

%)
2!

o=

"o

r - S i TTTErL- e = I — =

p 2
Zk:1+2+3+ ...... +n:n(n2+1) z":k3_13+23+33+ ...... . ={”(”+1)}
k=1 k=1 2
Z n(n+1){2n+1 n n_
Zk2:12+22+32+ """ +n = ( )6( ) Zak=a+a2+ ...... +a" =a = a#l
k=1 o a-

Exercitii rezolvate: )
& » 5@ se calculeze suma de produse §=1-2+2-3+3-44......+ n(n +1)

n n n
1-242-3+3-4+4....+n(n+1) Zk(k+1) Z(k2+k)=2k2+2k=
k=1 k=1
(n+1)(2n ) n(n+1)_n(n+1)(n+2)
_ ) 2 3 '
g . 1 1 1 ]
» si se calculeze suma de fractii: S=—+—+—+.....+
’ 1.2 23 34 n(n+1)
1 1 1 1 1 wktl-k Gkt k
1272334 7 n(n+) ,;; (k+1 “k(k+1) Z{k(kﬂ) k(k+1)J"

é(;‘ﬁ) ]ZVZZVX /Y ........ /V PP

_§; ; « Si se calculeze suma S 1-1%42-24+3-34%...... +n-nl; unde n1=1-2-3-4-.

1-1!+2-2!+3-3!+......+n-n!=Zk-k!=Z(k+1—1)-k!=2[(k+l)-k!—k!]=
k=1 k=1 k=1

f[(kﬂ k1] =20 1431 20 43t (4 1)l = (n 4+ 1) -1
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. . . . . p P operati e L
Sinonime pentru multime: ceatd, sir, unej notiuni. Adege, };a ;03103 prin care g stabilegte

- - . . . . ; efing £ = B 1le, 3 .
grimadi, multitudine, pluralitate, = F¥%lui proxy, ; a df'fé:: r‘;’a 01 N0tiun] se fyeoq 5&? “Onfinuty]

. .. " Pen y o ? Hiej s " i rm
sumedenie, colectivitate... apgr Op;ft Proxim egtq termeny] d‘?’ecgice‘- Indicares
Ca sens de nos: € referingy
. . . 77 noti i fa al def

— Genul proxim este format din toate Uiferenta specifre 63; unea definity. nifiei, ce] ma;

sinonimele acestea fiind termenii de
referinta ai definitiei, avand cel mai apropiat
sens de notiunea multime.

— Diferenta specificd nu poate fi formulata, deoarece nu putem gési trasaturi caracteristice
multimii care si o deosebeasci de sinonimele cuprinse in genul ei proxim.

e3te de celely) “aracteristic 4 p,

0 deosep
Posel te notiunp; Cuprinse iy g
| ¥y

ofiunii, care

—— — —— S e T o= —

Multimile se noteazi cu litere mari ale alfabetului: 4, B, C, ...... M, N, ...
* Moduri de a descrie 0 multime:

G N L . . S . |
Prin multime intelegem, un numar de lucruri, fiinte sau alte entitati de acelasi fel, |
numite elemente ale multimii. Multimea nu se defineste, ea se descrie.

Moduri de descriere | _ Exemple
— Prin enumerarea tuturor elementelor sale

— Printr-o proprietate comuna elementelor sale
" 4= {x| x are proprietatea p (x)}

a
& b _
A B C

= B= {xl x — cifrd pard nenula }

* Cardinalul unei multimi este dat de numarul elementelor sale.
De exemplu daca: A={1,2,3,4,5 =card.A=5

B ={x| x—cifriparinenuld } ={2;4;6;8} = card.B =4

* Tipuri de multimi

Clasificarea multimilor si exemple

— dupa numarul elementelor sale:

* multimi finite: multimea oamenilor de pe glob;

* multimi infinite: multimea numerelor naturale;

= multimi vide: multimea oamenilor cu 10 méini.
— posibilitatea de numarare a elementele lor:

= multimi numdrabile: multimea locatarilor unui bloc;

= multimi nenumdrabile: multimea punctelor care formeaza un segment de dreapta, multimea

numerelor reale. - I
— dupa existenta unor margini Intre care se regasesc toate elementele lor:

* multimi mdrginite: intervalul (0 3 5] , multimea punctelor ce formeaza un segment de dreapta.

— dupi natura elementelor care le compun:
* multimi numerice: formate din numere naturale, Intregi, rationale, irationale, complexe;
= alte tipuri de multimi: formate din orice alte elemente diferite de numere (animale, litere,
_substante, case, forme de relief etc.). -
— Orice altd mulfime nenumericé se poate identifica cu o multime numerica:
* multimea oamenilor se identifica cu o parte a numerelor naturale;
= multimea pierderilor sau cea a castigurilor se identifica cu o parte a numerelor intregi;
= multimea pértilor unor intregi se identificd cu mulfimea numerelor rationale;
* multimea punctelor unei drepte se identifica cu multimea numerelor reale;
= multimea punctelor unui plan se identificd cu multimea numerelor complexe.




